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Streszczenie:
Pogldowa, oparta na analizie kratownic idea modeli Strut and Tie sprawia, e s one 
czsto stosowane w praktyce. Zbudowanie modelu dobrze zgadzajcego si z rzeczywist
prac konstrukcji czasem bywa trudnym zadaniem. Tak np. rozpatrzony w referacie model 
naroa ramy przedstawiony w normie [7] i w pracy [8] moe budzi zastrzeenia. 
W niniejszej pracy zaproponowano metod generowania modeli ST przy uyciu 
optymalizacji topologii kratownicy, rozpatrujc zagadnienie minimalizacji objtoci prtów 
rozciganych modelu. Stworzono oprogramowanie wykorzystujce algorytm konstrukcji 
bazowej, w którym wprowadzono pewien sposób uwzgldniania kosztu wzłów, co 
pozwoliło na uzyskiwanie optymalnych kratownic o racjonalnie małej liczbie prtów 
(w odrónieniu od konstrukcji Michella). Dodatkowo zaimplementowano algorytmy 
pozwalajce spełni odpowiednie wytyczne Eurokodu 2. Korzystajc z oprogramowania 
zaproponowano alternatyw dla modelu naroa ramy z teje normy uzyskujc znaczne 
oszczdnoci stali zbrojeniowej. Dziki programowi rozwizano take szereg innych 
płaskich zagadnie z dziedziny konstrukcji elbetowych. 
Słowa kluczowe: modele Strut and Tie, konstrukcje elbetowe, projektowanie 
według Eurokodu 2, naroe ramy, optymalizacja topologiczna, kratownice Michella. 
1. Wprowadzenie 
Ide metody Strut and Tie (ST) jest przyblienie złoonego pola napre
w elemencie elbetowym przez zastosowanie modelu - płaskiej kratownicy, w której prty 
rozcigane reprezentuj zbrojenie, a prty ciskane odwzorowuj rozkład napre
ciskajcych w betonie. Idea aproksymowania rozkładu sił w elbecie przez kratownice jest 
bardzo stara. W artykule [8], opracowanym przez naukowców, którzy byli wród pionierów 
tej metody, mona zapozna si z dzisiejszymi, rozwinitymi formami tej idei. Zasady 
modelowania ST znajduj si w normach jak np. w Eurokodzie [7], w przepisach American 
Concrete Institute i w wielu podrcznikach. Zwykle główny nacisk kładzie si na stan 
graniczny nonoci konstrukcji. W Eurokodzie metoda ST została zakwalifikowana do 
metod plastycznych. Nono konstrukcji jest szacowana od dołu poprzez nono
kratownicy. 
Modele ST słu nie tylko do analizy, lecz take, a moe przede wszystkim, do 
projektowania konstrukcji. Eurokod 2 oraz literatura nie podaj ogólnej metody 
pozwalajcej jednoznacznie okreli kształt kratownicy, sugeruj natomiast, aby przy 
budowie modeli opiera si na polu napre, bdcym rozwizaniem zadania liniowej 
teorii sprystoci jednorodnej, izotropowej tarczy (dalej nazywanym rozwizaniem 
sprystym). Mona wzi pod uwag redystrybucj napre spowodowan
zarysowaniem betonu oraz uplastycznieniem materiałów. 
Eurokod 2 oraz literatura zawieraj liczne propozycje przykładowych modeli ST 
niektórych konstrukcji, lub elementów konstrukcji elbetowych. Model, który stosuje si
do naroa obcionego momentem w ramie, w której wysoko rygla przekracza ponad 
dwukrotnie szeroko słupa przedstawiono na Rys. 1.1. Obok pokazano krzye napre
głównych z rozwizania sprystego, uzyskanego metod elementów skoczonych 
w programie Ansys. Prty modelu ST (szczególnie prty rozcigane) znacznie odbiegaj od 
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kierunków napre głównych. Ponadto dua cz modelu pokrywa obszar zewntrznego 
naronika, gdzie naprenia główne w rozwizaniu sprystym s znikome. Omawiany 
model zakłada, e nieliniowoci rozkładu naprenia wystpuj jedynie w strefie przecicia 
słupa z ryglem, natomiast na podstawie rozwizania sprystego mona domniemywa, e 
zaburzenie pola napre siga na znaczn odległo (rzdu szerokoci słupa) w głb rygla. 
Z analizy równowagi kratownicy wynika, e siła we wszystkich rozciganych prtach 
poziomych jest taka sama, a wic równa sile w górnym zbrojeniu rygla. Siła ta jest 
zazwyczaj znaczna i biorc pod uwag konieczno zakotwienia zbrojenia poza wzłami 
generuje du ilo stali zbrojeniowej w narou. 
a)    b)
Rys. 1.1 a) Model ST naroa obciony momentem według Eurokod 2 (prty rozcigane – linia cigła, 
prty ciskane – linia przerywana); b) krzye napre głównych w zadaniu liniowej teorii sprystoci. 
Omówiony powyej przykład jest dobr ilustracj problemów z budow modeli ST, 
o których była mowa na wstpie. Celem niniejszej pracy jest opracowanie metody 
umoliwiajcej obiektywne, automatyczne tworzenie modeli ST dla szerokiej klasy 
tarczowych konstrukcji elbetowych poprzez rozwizanie zadania optymalizacji topologii. 
Przez optymalizacj topologiczn w mechanice ciała stałego rozumie si dobór 
rozkładu materiału w obszarze projektowym, który realizuje minimum okrelonej wielkoci 
w konstrukcji. Zastosowanie optymalizacji topologii w konstrukcjach elbetowych było 
tematem prac [1,2,6,11]. M. Bruggi w pracy [2] poprzez rozwizanie zadania minimalizacji 
podatnoci (energii sprystej) kontinuum z wykorzystaniem MES, uzyskuje rozkład 
materiału przypominajcy kratownic, na podstawie której proponowany jest model ST. 
Rozpatrywany jest jednorodny, izotropowy materiał liniowo sprysty. W pracy [11] 
autorstwa M. Victoria, O.M. Querin, P. Martí proponowane jest podobne podejcie, lecz 
rozrónione s właciwoci materiału przy rozciganiu i ciskaniu, co pozwoliło na 
uzyskanie modeli ST wymagajcych mniejszego zuycia stali zbrojeniowej. Y. Luo  
i Z. Kang [6] rozpatrzyli zadanie optymalizacji rozkładu dwóch materiałów w konstrukcji – 
stali zbrojeniowej oraz betonu, przy czym wzito pod uwag uplastycznienie betonu 
stosujc hipotez Druckera-Pragera. Podejcie to nie pozwala jednak na uwzgldnienie 
zarysowania betonu, std autorzy kieruj swoje rezultaty w stron projektowania 
konstrukcji, w których wymagany jest brak zarysowania. W pracy O. Amira oraz O. 
Sigmunda [1] beton reprezentowany jest przez kontinuum wypełniajce cał konstrukcj, 
natomiast zbrojenie modelowane jest przez prty przenoszce tylko siły podłune, 
zanurzone w betonie i współpracujce z nim przez przyczepno. Zadanie optymalizacji 
polega na doborze rozkładu prtów zbrojeniowych w obszarze projektowym, a wic w 
duym stopniu odpowiada rzeczywistemu projektowaniu konstrukcji elbetowej. Niemniej 
jednak, podobnie jak w pracy [6], zarysowanie betonu nie jest uwzgldnione. 
W omówionych wyej artykułach rozpatrywano zadanie minimalizacji podatnoci 
konstrukcji kontynualnych. W pracach [2,11] model ST budowano dopiero na podstawie 
rozwiza tego zadania. Takie podejcie nie gwarantuje spełnienia warunków 
ograniczajcych naprenia w prtach i wzłach modelu. W naszej pracy zagadnienie 
optymalizacji topologii dotyczy konstrukcji, która z definicji jest kratownic. Rozpatrzono 
zadanie minimalizacji objtoci prtów rozciganych modelu, przy ograniczeniu napre
zarówno w prtach rozciganych, jak i ciskanych. 
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2. Sformułowanie zadania optymalizacji topologii kratownicy 
2.1. Metoda konstrukcji bazowej 
Najbardziej popularnym narzdziem uywanym w klasycznie sformułowanym 
zadaniu optymalizacji topologii kratownicy jest metoda konstrukcji bazowej (ang. ground 
structure). W obszarze projektowym znajduje si wstpna, gsta kratownica zwana 
konstrukcj bazow. Wzły kratownicy s zdefiniowane na stałe, nie mog zmienia
połoenia w procesie optymalizacji. Przykład konstrukcji bazowej do zagadnienia 
wspornika obcionego sił pionow pokazano na Rys. 2.1a (mała liczba wzłów ze 
wzgldu na pogldowo). Zadanie optymalizacji polega na doborze pól przekroju Ai
prtów kratownicy bazowej tak, aby konstrukcja realizowała minimum pewnej funkcji celu 
oraz spełniała odpowiednie ograniczenia. Na Rys. 2.1b przedstawiono kratownic
o minimalnej objtoci przy ograniczeniu napre w prtach. Naley zauway, e pole 
przekroju zdecydowanej wikszoci prtów konstrukcji bazowej (złoonej z bardzo wielu 
prtów) zbiega do zera i dziki temu zostaje wygenerowana nowa topologia kratownicy. 
a)    b)
Rys. 2.1 a)  Przykładowa konstrukcja bazowa w zagadnieniu wspornika obcionego sił pionow;  
b) rozwizanie zadania minimalizacji objtoci kratownicy przy ograniczeniach napre w prtach (linia 
pogrubiona) 
2.2. Klasyczne sformułowanie zadania minimalizacji objtoci 
kratownicy przy ograniczeniach napre w prtach przy uyciu 
metody konstrukcji bazowej 
Zadanie minimalizacji objtoci kratownicy przy ograniczeniach napre (take dla 
rónych napre granicznych przy rozciganiu i ciskaniu) za pomoc metody konstrukcji 
bazowej w prostoktnych obszarach projektowych było tematem bada  
T. Sokoła [9]. Przez rozwizanie rozumie si znalezienie takich wektorów 
przedstawiajcych zbiór pól przekrojów A oraz sił podłunych S, które zapewniaj: 
• minimum funkcji celu – objtoci kratownicy: 
AL
SA
TV
,
min= (2.1) 
• spełnienie ogranicze: 
PSB =T (2.2) 
NiAS ii ,....,10 =≤ σ (2.3) 
NiAi ,....,10 =≥ (2.4) 
Oznaczenia: N – liczba prtów konstrukcji bazowej; M – liczba stopni swobody konstrukcji 
bazowej; LN x 1 – wektor długoci prtów; AN x 1 – wektor pól przekrojów prtów;  
SN x 1 – wektor sił podłunych w prtach; PM x 1 – wektor uogólnionych sił wzłowych; 
BM x N – macierz geometryczna kratownicy bazowej; 0 – graniczne naprenie w prtach 
(identyczne przy rozciganiu oraz ciskaniu); V – objto kratownicy. 
Ograniczenie równociowe (2.2) przedstawia M równa równowagi w wzłach 
kratownicy, co zawa zbiór wektorów S do statycznie dopuszczalnych, natomiast N 
ogranicze nierównociowych (2.3) zapobiega przekroczeniu napre granicznych 
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w prtach. Mona wykaza, e aby warunki optymalnoci Karusha–Kuhna–Tuckera były 
spełnione, wszystkie ograniczenia (2.3) musz by aktywne, tzn: 
NiAS ii ,....,10 == σ (2.5) 
Korzystajc z (2.5) mona wyeliminowa zmienn A, a nastpnie wprowadzajc 
wektory (o nieujemnych składowych) sił rozcigajcych T oraz sił ciskajcych C i 
eliminujc wektor S mona zadanie sprowadzi do nastpujcego (dodatkowo rozróniono 
graniczne naprania przy rozciganiu T oraz przy ciskaniu C): 
• Minimum funkcji celu: 
C
T
T
T
V
σσ
CLTL
CT
+=
,
min (2.6) 
• Ograniczenia: 
( ) PCTB =−T (2.7) 
NiCT ii ,....,10,0 =≥≥ (2.8) 
W ten sposób zadanie zostało sprowadzone do standardowej postaci zadania 
optymalizacji liniowej (programowania liniowego), co pozwala na rozwizywanie duych 
zagadnie przez zastosowanie efektywnych metod numerycznych (np. metody punktu 
wewntrznego). 
a)    b)
Rys. 2.2 a) Optymalna topologia długiego wspornika przy konstrukcji bazowej o 2 440 400 prtach,  
T. Sokół [9]; b) Rozwizanie cisłe optymalizacji topologii długiego wspornika – konstrukcja Michella, 
T. Lewiski [4] 
Powysze zadanie optymalizacji przy prostoktnym obszarze projektowym zostało 
oprogramowane w rodowisku Wolfram Mathematica przez T. Sokoła [9]. Na Rys. 2.2a) 
pokazano rozwizanie dla konstrukcji bazowej rozpitej na siatce o rozmiarach 121x41 
wzłów, liczcej 2 440 400 prtów. Optymalna konstrukcja składa si z wielu prtów 
o małych przekrojach i nie przypomina klasycznej kratownicy stosowanej w budownictwie. 
Wraz ze zwikszaniem gstoci konstrukcji bazowej, liczba prtów kratownicy ronie, 
malej natomiast ich przekroje. cisłe rozwizanie optymalizacji topologii kratownicy 
(Rys. 2.2b z pracy T. Lewiskiego [4]) prowadzi do konstrukcji Michella wykraczajcych 
poza klas kratownic – s to dyskretno-cigłe konstrukcje składajce si z ortotropowej 
tarczy i zakrzywionych prtów o skoczonych przekrojach. 
2.3. Sformułowanie zadania optymalizacji dostosowane do generowania 
modeli Strut and Tie 
W zagadnieniu postawionym w punkcie 2.2 minimalizowan funkcj celu jest 
objto całkowita kratownicy. Na etapie budowy modelu ST geometria konstrukcji 
elbetowej jest zazwyczaj znana, a wic kształt modelu nie ma wpływu na zuycie betonu. 
Uzasadnione jest wic usunicie objtoci prtów ciskanych z funkcji celu. Nowa funkcja 
celu przedstawia si nastpujco: 
T
T
V
σ
TL
CT,
min= (2.9) 
Rozwizanie zadania długiego wspornika przedstawione w punkcie 2.2 wskazuje na 
to, e wraz ze wzrostem gstoci konstrukcji bazowej optymalna kratownica składa si
z coraz wikszej liczby prtów o coraz mniejszej długoci. Wynika to z cech rozwizania 
cisłego, a wic konstrukcji Michella, w której wystpuj prty krzywoliniowe (łamane 
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w prtach. Mona wykaza, e aby warunki optymalnoci Karusha–Kuhna–Tuckera były 
spełnione, wszystkie ograniczenia (2.3) musz by aktywne, tzn: 
NiAS ii ,....,10 == σ (2.5) 
Korzystajc z (2.5) mona wyeliminowa zmienn A, a nastpnie wprowadzajc 
wektory (o nieujemnych składowych) sił rozcigajcych T oraz sił ciskajcych C i 
eliminujc wektor S mona zadanie sprowadzi do nastpujcego (dodatkowo rozróniono 
graniczne naprania przy rozciganiu T oraz przy ciskaniu C): 
• Minimum funkcji celu: 
C
T
T
T
V
σσ
CLTL
CT
+=
,
min (2.6) 
• Ograniczenia: 
( ) PCTB =−T (2.7) 
NiCT ii ,....,10,0 =≥≥ (2.8) 
W ten sposób zadanie zostało sprowadzone do standardowej postaci zadania 
optymalizacji liniowej (programowania liniowego), co pozwala na rozwizywanie duych 
zagadnie przez zastosowanie efektywnych metod numerycznych (np. metody punktu 
wewntrznego). 
a)    b)
Rys. 2.2 a) Optymalna topologia długiego wspornika przy konstrukcji bazowej o 2 440 400 prtach,  
T. Sokół [9]; b) Rozwizanie cisłe optymalizacji topologii długiego wspornika – konstrukcja Michella, 
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Wraz ze zwikszaniem gstoci konstrukcji bazowej, liczba prtów kratownicy ronie, 
malej natomiast ich przekroje. cisłe rozwizanie optymalizacji topologii kratownicy 
(Rys. 2.2b z pracy T. Lewiskiego [4]) prowadzi do konstrukcji Michella wykraczajcych 
poza klas kratownic – s to dyskretno-cigłe konstrukcje składajce si z ortotropowej 
tarczy i zakrzywionych prtów o skoczonych przekrojach. 
2.3. Sformułowanie zadania optymalizacji dostosowane do generowania 
modeli Strut and Tie 
W zagadnieniu postawionym w punkcie 2.2 minimalizowan funkcj celu jest 
objto całkowita kratownicy. Na etapie budowy modelu ST geometria konstrukcji 
elbetowej jest zazwyczaj znana, a wic kształt modelu nie ma wpływu na zuycie betonu. 
Uzasadnione jest wic usunicie objtoci prtów ciskanych z funkcji celu. Nowa funkcja 
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Rozwizanie zadania długiego wspornika przedstawione w punkcie 2.2 wskazuje na 
to, e wraz ze wzrostem gstoci konstrukcji bazowej optymalna kratownica składa si
z coraz wikszej liczby prtów o coraz mniejszej długoci. Wynika to z cech rozwizania 
cisłego, a wic konstrukcji Michella, w której wystpuj prty krzywoliniowe (łamane 
złoone z duej iloci krótkich prtów s ich aproksymacj). Takie złoone kratownice nie 
maj oczywicie praktycznego zastosowania. Aby zbliy zadanie optymalizacji do 
zagadnienia projektowego naley w funkcji celu oprócz kosztu prtów uwzgldni take 
koszt wzłów kratownicy bd koszt montau prta. Mona to zrobi modyfikujc wektor 
długoci prtów L jak nastpuje: 
NipLL ii ,....,1ˆ =+= (2.10) 
gdzie p (wyraone w metrach) jest ustalonym parametrem, wspólnym dla wszystkich 
prtów, reprezentujcym umowny koszt wzła. Przy odpowiednio duej wartoci parametru 
p prty krótkie przestaj by korzystne. W niniejszej pracy nie ustalono wytycznych 
umoliwiajcych jednoznaczne wyznaczenie wartoci p.  Wielko ta została potraktowana 
jako parametr sterujcy stopniem złoonoci optymalnej kratownicy – wraz ze wzrostem 
parametru liczba prtów zmniejsza si. Warto parametru p powinna wic by dobierana 
przez projektanta. 
Zgodnie z Eurokodem naprenia w prtach ciskanych S nie mog przekracza
napre granicznych, które zale od obliczeniowej wytrzymałoci betonu na ciskanie fcd. 
Przeniesienie danej siły ciskajcej przez prt wie si wic z jego minimaln szerokoci
w płaszczynie modelu. Prt S ma odwzorowywa pole napre w betonie, a wic 
powinien mieci si w obszarze projektowym modelu. Zagadnienie to rozwizano poprzez 
iteracyjne rozwizywanie zadania optymalizacji (niemieszczce si w obszarze prty 
ciskane s usuwane z konstrukcji bazowej i proces optymalizacji jest powtarzany). W 
przypadku prtów rozciganych problem ten nie wystpuje, naley jednak uwzgldni
przepisy normy dotyczce minimalnej gruboci otulenia. Spełnienie tych przepisów zostało 
zapewnione poprzez wstpne usunicie z konstrukcji bazowej prtów, które tych warunków 
nie spełniaj. W zadaniu optymalizacji nie jest sprawdzana nono wzłów, gdy ich 
konstruowanie ma zbyt indywidualny charakter, aby mogło by w pełni zalgorytmizowane. 
Zagadnienie to naley rozpatrywa w ramach postprocesingu. 
Opisane tu algorytmy zostały zaimplementowane w rodowisku Mathematica poprzez 
modyfikacj programu T. Sokoła [9]. Aby rozszerzy klas obszarów projektowych na 
dowolne obszary ograniczone wieloktami (w tym obszary niewypukłe oraz obszary 
z otworami) opracowano dodatkowo metod automatycznego generowania konstrukcji 
bazowej w takich złoonych obszarach. Metoda ta została uyta w pracy [5] pozwalajc na 
numeryczn aproksymacj nowych kratownic Michella. Aby program mógł posłuy jako 
narzdzie do projektowania umoliwiono wprowadzanie parametrów materiałów 
konstrukcyjnych. 
3. Omówienie wyników 
3.1. Rozwizanie zagadnienia naroa ramy 
Przedstawiony we wprowadzeniu problem budowy modelu ST w narou ramy był 
impulsem do przeprowadzenia niniejszych bada oraz stworzenia oprogramowania do 
generowania modeli ST. W celu rozwizania tego zagadnienia rozpatrzono ram portalow
poddan wyłcznie pionowemu obcieniu równomiernie rozłoonemu na długoci rygla. 
Analizujc pole napre według rozwizania sprystego wydzielono obszar, w którym 
budowany bdzie model ST naroa. Poza momentem zginajcym uwzgldniono take sił
poprzeczn. 
Na Rys. 3.1 a – d) pokazano modele bdce rozwizaniem zadania optymalizacji przy 
rónych parametrach p, podano take objto prtów rozciganych kratownicy. 
Poczwszy od p = 0, co daje złoone rozwizanie o minimalnej objtoci prtów 
rozciganych (aproksymacja konstrukcji Michella), wraz ze wzrostem parametru p liczba 
prtów optymalnej kratownicy maleje. Szczególnie dua redukcja wystpuje przy przejciu 
z modelu a) do b) i towarzyszy jej znikomy (poniej 1%) przyrost objtoci prtów 
rozciganych. Łamane utworzone z prtów rozciganych w kratownicach b) oraz c) 
sugeruj, e rzeczywiste zbrojenie powinno składa si z zakrzywionych łuków, które 
w przyblieniu bd zgadza si z modelem. Ostatecznie za najlepszy uznano model c), 
w którym naley dobra tylko dwa róne prty kołowo zakrzywione, jak na Rys. 3.1 f).  
Na Rys. 3.1 e) przedstawiano porównanie wybranego modelu z polem napre
w rozwizaniu sprystym. Otrzymano du zgodno kierunków prtów kratownicy 
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z kierunkami napre głównych. Naley zaznaczy, e w prtach tworzcych wikszy 
z łuków modelu wystpuje w przyblieniu stała siła rozcigajca, co pozwala na 
zastosowanie jednakowej liczby prtów zbrojeniowych na długoci łuku. W przypadku 
łuku mniejszego siła stopniowo ronie i przechodzc w obszar słupa osiga warto
zblion do wartoci siły w łuku wikszym. Przyjmujc take zbrojenie o stałym polu 
przekroju otrzymuje si małe naprenie na kocu łuku, co generuje minimaln długo
zakotwienia. Wzrastajce naprenia w prcie zbrojeniowym mniejszego łuku mona 
wyobrazi sobie jako modelowanie kotwienia prtów w betonie. Dla przyjtych danych 
materiałowych długo zakotwienia prta, który ma przenie maksymaln sił
wystpujc w łuku wynikajca z oblicze wg normy [7] okazuje si niewiele mniejsza od 
długoci całego łuku. 
a) p = 0, Vs = 1477.54 cm3 b) p = 0.2 cm, Vs = 1488.49 cm3 c) p = 0.8 cm, Vs = 1495.24 cm3
d) p = 3 cm, Vs = 1540.66 cm3 e) f) 
Rys. 3.1 a-d) Modele ST otrzymane w wyniku optymalizacji topologicznej dla rónych parametrów p, 
Vs – objto prtów rozciganych; e) porównanie wybranego modelu ST z krzyami napre głównych 
rozwizania sprystego; f) propozycja zbrojenia odpowiadajcego wybranemu modelowi ST. 
W celu porównania otrzymanych wyników z modelem proponowanym przez  
Eurokod 2 naleało rozwiza zadanie optymalizacji przy czystym zginaniu naroa. 
Rozwizanie przedstawione na Rys. 3.2 a) w duym stopniu pokrywa si z modelem 
uwzgldniajcym sił poprzeczn (por. Rys 3.1 c)). Wzgldna rónica objtoci prtów 
rozciganych (w stosunku do rozwizania optymalnego) wynosi: 
%3,24%100
87,1103
87,110332,1459
%1002 =⋅−=⋅
−
opt
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V
VV
 (3.1) 
Ponadto sprawdzono, e projektujc rzeczywiste zbrojenie naroa prtami 
zbrojeniowymi o danej rednicy oraz z uwzgldnieniem zakotwienia, rónica zbrojenia w 
przypadku obu modeli wzrasta do około 45%, co oznacza, e model według Eurokodu 
wymaga zuycia prawie dwukrotnie wicej stali zbrojeniowej, ni model otrzymany na 
drodze optymalizacji. 
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zblion do wartoci siły w łuku wikszym. Przyjmujc take zbrojenie o stałym polu 
przekroju otrzymuje si małe naprenie na kocu łuku, co generuje minimaln długo
zakotwienia. Wzrastajce naprenia w prcie zbrojeniowym mniejszego łuku mona 
wyobrazi sobie jako modelowanie kotwienia prtów w betonie. Dla przyjtych danych 
materiałowych długo zakotwienia prta, który ma przenie maksymaln sił
wystpujc w łuku wynikajca z oblicze wg normy [7] okazuje si niewiele mniejsza od 
długoci całego łuku. 
a) p = 0, Vs = 1477.54 cm3 b) p = 0.2 cm, Vs = 1488.49 cm3 c) p = 0.8 cm, Vs = 1495.24 cm3
d) p = 3 cm, Vs = 1540.66 cm3 e) f) 
Rys. 3.1 a-d) Modele ST otrzymane w wyniku optymalizacji topologicznej dla rónych parametrów p, 
Vs – objto prtów rozciganych; e) porównanie wybranego modelu ST z krzyami napre głównych 
rozwizania sprystego; f) propozycja zbrojenia odpowiadajcego wybranemu modelowi ST. 
W celu porównania otrzymanych wyników z modelem proponowanym przez  
Eurokod 2 naleało rozwiza zadanie optymalizacji przy czystym zginaniu naroa. 
Rozwizanie przedstawione na Rys. 3.2 a) w duym stopniu pokrywa si z modelem 
uwzgldniajcym sił poprzeczn (por. Rys 3.1 c)). Wzgldna rónica objtoci prtów 
rozciganych (w stosunku do rozwizania optymalnego) wynosi: 
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Ponadto sprawdzono, e projektujc rzeczywiste zbrojenie naroa prtami 
zbrojeniowymi o danej rednicy oraz z uwzgldnieniem zakotwienia, rónica zbrojenia w 
przypadku obu modeli wzrasta do około 45%, co oznacza, e model według Eurokodu 
wymaga zuycia prawie dwukrotnie wicej stali zbrojeniowej, ni model otrzymany na 
drodze optymalizacji. 
a) p = 0.8 cm, Vopt = 1103.87 cm3 b) VEC2 = 1459.32 cm3
3.2 Model ST przy czystym zginaniu: a) otrzymany w wyniku optymalizacji topologicznej;  
b) proponowany przez Eurokod 2 (V – objto prtów rozciganych modelu). 
3.2. Inne przykłady modeli ST wygenerowanych z zastosowaniem 
optymalizacji topologicznej 
Na Rys. 3.3 przedstawiono przegld modeli ST otrzymanych za pomoc
opracowanego oprogramowania w innych płaskich zagadnieniach w konstrukcjach 
elbetowych. 
b) 
a)  c)  d)
3.3 Inne przykłady modeli ST otrzymanych w wyniku optymalizacji: a) krótki wspornik utwierdzony w 
słupie; b) tarcza prostoktna z otworem; c) rozpatrywane w punkcie 3.1 naroe z dodatkowym skosem; 
d) naroe ramy o zblionej wysokoci rygla oraz szerokoci słupa. 
4. Podsumowanie 
W pracy zaproponowano now metod generowania modeli ST, opart na 
optymalizacji topologii kratownicy. Stworzono oprogramowanie, które pozwala na 
automatyczne tworzenie modeli ST poprzez minimalizacj objtoci prtów rozciganych. 
Rozwizanie zagadnienie naroa ramy o duej wysokoci rygla w stosunku do szerokoci 
słupa cechuje si prawie dwukrotnie mniejszym zuyciem stali zbrojeniowej ni model 
według Eurokodu. Uniwersalny charakter programu oraz zgodno z wytycznymi normy 
pozwalaj na uzyskanie rozwiza szerokiej klasy zagadnie płaskich i bezporednie ich 
wykorzystanie w projektowaniu konstrukcji elbetowych. 
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Applications of truss topology optimization in the design of 
reinforced concrete structures using „Strut and Tie” models 
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Abstract:
Although Strut and Tie models are often used in practical design due to their apparent 
concept based on truss analysis, the creation of a model consistent with behaviour of the 
real structure is not an easy task. Frame corner model considered in the paper and presented 
in code [7] and article [8] exemplifies the problem. The authors proposed a method of 
automatic generating of ST models by making use of truss topology optimization (volume 
minimization problem). The method is based on classical ground structure approach. The 
authors introduced a method of including the cost of nodes in the objective function, which 
allowed to obtain solutions consisting of rationally small number of bars (unlike Michell’s 
structures). Moreover, algorithms ensuring consistency with Eurocode requirements were 
developed. The method was implemented in computer program. With the use of the 
software the authors proposed an alternative ST model for the frame corner, which requires 
considerably less reinforcement steel in comparison with the model suggested by the code. 
The versatility of the program was well proven in several other examples of plane stress 
problems in reinforced concrete design. 
Keywords: Strut and Tie models, reinforced concrete structures, Eurocode 2 design, 
frame corner, topology optimization, Michell’s structures. 
